Uma relacio entre sincronizacao no mapa do circulo e os nimeros racionais
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Resumo

Um dos fenomenos mais interessantes da dindmica
ndo-linear é o de sincronizacdo entre dois osciladores,
que se caracteriza pelo fendmeno de travamento de
[regiiéncia. Seja o caso de um péndulo sob a a¢do de uma
forca externa periodica. O fenomeno do travamento de
freqgiiéncia acontece quando a razdo entre as freqiiéncias
de oscilagdo do péndulo e da forca externa torna-se
travados na razdo p/q de dois inteiros, dentro de algum
intervalo finito de valores de pardmetros. Neste trabalho
foi usado o mapa do circulo para caracterizar esse
fenomeno. Através dele é possivel obter duas estruturas: a
Escada do Diabo e Arnold Tongues. Em ambas é possivel
verificar a sincronizagdo e estabelecer uma relacdo entre
o0 fendmeno e os niimeros racionais e irracionais.

1. Introducio e Motivaciao

Um dos fendmenos mais interessantes da dindmica néo-
linear € o de sincronizacdo entre dois osciladores que se
caracteriza pelo fendmeno de travamento de freqiiéncia
que se mantém robusto dentro de um limite de variacdes
de parametros. Seja o caso de um péndulo sob a agdo de
uma forca externa periédica. O fendmeno do travamento
de freqiiéncia acontece quando a razdo de freqiiéncia do
pendulo para da forga externa torna-se travado estd na
razdo p/q de dois inteiros, acima de algum dominio finito
de valores de pardmetros'.

Este fendmeno € similar ao observado por Christian
Huygens no século dezessete: a sincronizagdo de dois
relégios em uma mesma parede. Um acessério comum as
duas paredes pode ter fornecido um acoplamento dos
relégios para cada um''.

Este trabalho estabelece uma relacio entre a
sincronizac¢do e os nimeros racionais e irracionais, através
do estudo das estruturas: Escada do Diabo e Arnold
Tongues obtidas através do Mapa do Circulo.

2. O Mapa do Circulo

Este fendmeno de sincronizacdo pode ser
adequadamente modelado pelo mapa do circulo!!. A
equacgdo de diferencas de um mapa do circulo conhecido
como mapa padrio é:

6,, =6, +Q-(K/2x)sin(276,) mod 1

O parametro 2 é a freqiiéncia de rotacdo (nimero de
rotagdo) na auséncia de ndo-linearidade. Esse acoplamento
ndo linear pode modificar o 4ngulo por interagdo™.

Para uma certa série de amplitudes forcadas e
freqii€ncias, um mapa do circulo pode ser uma razodvel
aproximacdo para um péndulo excitado por uma forca

c - 1
externa perlodlca[ I.

3. Numero de Rotacao

Para obtermos um sentido do comportamento do mapa
padrdo, omitiremos o termo ndo-linear ajustando K = 0. O
mapa reduz-se a

6.,=6+Q
Usaremos os valores 2 = 0.4, 0.404004..., K=095¢

condicdo inicial € = 0.3 para exemplificar o
comportamento deste mapa.



Para 2=0.4¢e¢ K = 0 com 6, = 0.3, temos:

Mapa do Circulo - K = 0 ¢ Omega = 0.4
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Figura 1: Mapa do circulo com Q =0.4 e 6,=0.3
Percebe-se, na Figura 1, que apds cinco iteragdes,
retornamos a condi¢@o inicial, tendo feito duas voltas. O

nimero de rotacdo, W, é 2/5, igual a 2. Neste caso, temos
um movimento periddico.

Para 22 = 0.4040040004... ¢ K = 0 com 6, = 0.3, temos:

Mapa do Circulo - K = 0 e Omega = 0.4040040004...
T T T

Figura 2: Mapa do circulo com Q = 0.4040040004... e
00=0.3

A Figura 2, ap6s 200 iteragdes, mostra um movimento
quase-periddico onde @nio retorna exatamente a condig¢do
inicial, mas essa Orbita permanece fechada no intervalo

[0,1]. Neste caso, o nimero de rotacdo ¢é irracional
W=.0).

Para 2 = 0.4040040004... e K = 0.95 com 6, = 0.4,
temos:

Mapa do Circulo - K = 0.95 e Omega = 0.4040040004..
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Figura 3: Mapa do circulo com 2 = 0.4040040004... ,
K=0.95¢ €)= 04

Neste caso, apesar de 2 ser um nimero irracional, o
movimento apresentou periodicidade, pois em K=0.95 o
mapa é ainda inversivel'.

Logo, temos que se o nimero de rotacdo é um niimero
racional, entdo o mapa é ciclico ou periédico (como na
Figura 1). Se o nimero de rotacdo for um nimero
irracional, entdo @ nao retorna exatamente a condig¢do
inicial e o movimento € denominado quase-periédico
(Figura 2). O angulo vem arbitrariamente fechando para
algum valor particular se n € suficientemente grande.
Travamento de freqii€ncia ocorre quando o termo ndo-
linear € adicionado, sustentando o movimento periddico
inclusive quando £2 for irracional (Figura 3).

Além disso, percebe-se na Figura 3 que o movimento
se repete apods cinco iteracdes. O nimero de rotacdo mede
a mudanca média de fase por iteragdo. Para K #0, ele ndo
€ igual a 2, sendo definido geralmente como:

W =lim| =%

n—oo n

O termo ndo-linear evidentemente muda a forma de
representacdo da funcdo. Note que para K = 0.95, o mapa
ainda ¢ inversivel.

4. Nuameros Racionais e Sincronizacio:
Arnold Tongues e Escada do Diabo

H4 um ndmero infinito de intervalos de travamento de
freqiiéncia. H4 também um nimero infinito de nimeros de
rotacdo racionais. Conforme 2 varia em K fixo, o mapa
mostra os movimentos periédicos e quase-periédicos''.
Esse comportamento, onde as larguras em (2 das vdrias
regides onde o niimero de rotagdo varia conforme aumenta

K, é mostrado na Figura 4. Esse resultado é chamado de



“Arnold tongues” em homenagem ao matemadtico russo
que descobriu essa estrutura.

Amold tongues
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Figura 4: Arnold Tongues

Nessa figura, os pontos pretos sdo o movimento
periédico (ndmero de rotagdo racional) e os pontos
brancos, 0 movimento quase-periédico (nimero de rotagao
irracional).

Para 0 < K < I o nimero de rotacdo fica em cada
nimero racional p/q em um intervalo ndo-nulo de omega.

Para K = 0, todos os intervalos sdo pequenos, assim a
probabilidade que o nimero de rotagdo para um valor
randomico de (2 racional é quase zero, isto é, a
probabilidade de acertar ao acaso um nimero de rotagdo
irracional € quase um. Entretanto com o aumento de K, a
largura de todos os intervalos de travamento de freqiiéncia
aumenta, assim para K = 1/2 a probabilidade de
observarmos nidmeros de rotag@o racionais e irracionais
sdo quase iguais (Figura 4).

Para K ~ I a probabilidade de encontrarmos um nimero
de rotacdo racional é quase 1.

Em K = I o conjunto dos intervalos racionais € um
fractal, um conjunto de Cantor de medida zero'". Fazendo
W versus (2, temos uma curva que mostra a repeticdo de
padroes. Tal curva € dita auto-similar. Essa estrutura é
chamada Escada do Diabo.

Escada do Diabo
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Figura 5: Escada do diabo. a) 0 < 2K < I, b) Zoom
(0.2< 2<0.3e0.1<K<0.3)

Essa repeti¢ao de padrdes corresponde aos niimeros de
rotacdo racionais. Ela representa a sincronizagdo dos dois
osciladores. Entre duas solugdes periddicas, caracterizadas
por nimeros de rotacdo racionais, existe uma solugdo
periédica com um periodo minimo'.

O mapa desenvolve minimo e méximo local e, portanto
torna-se nao inversivel para K > [ (Figura 6), uma
condicio necessaria para comportamento caético''. Como
conseqiiéncia caos pode ser observado para alguns valores

de €2, onde a serie comporta-se irregularmente.



Mapa do Circulo - K = 1 & Omega = 0.5
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Figura 6: Mapa do circulocom Q=0.5e K =1.

5. Racionais e Irracionais: um método

numérico

Como ja vimos anteriormente, quando o nimero de
rotacdio ¢é racional, temos movimento periédico
(sincronizacdo) e quando ele € irracional temos
movimento quase-periddico. Para a visualizacdo desse
comportamento usa-se a estrutura ‘Arnold Tongues’, que é
um espago de parimetros (£2K). Nessa estrutura (Figura
4), marcou-se 0 movimento periédico com pontos pretos e
0 movimento quase-periddico com pontos brancos. Desta
forma, os pontos pretos sdo os numeros de rotagdo
racionais, assim como 0s pontos brancos sdo os nimeros
de rotacdo irracionais.

Mas como implementar um algoritmo para diferenciar
os nimeros racionais dos nimeros irracionais?

O conjunto dos nuimeros racional é definido como o
conjunto dos numeros que podem ser obtidos como
fragdes, ou seja, todo nimero que pode ser colocado na
forma p/q onde p e g sd@o nlimeros inteiros e g # 0. J4 os
nimeros irracionais sdo aqueles que ndo podem ser
colocados nessa forma'!.

No conjunto dos nimeros racionais estdo os nimeros
inteiros, os decimais e as dizimas periddicas. As
representagdes  decimais de um racional s@do
necessariamente de dois tipos: ou possuem uma
quantidade finita de casas decimais, ou “terminam” em
uma dizima periddica. Logo, uma representacdo decimal
para um nimero irracional tem necessariamente que ser
uma dizima nio-periédica’™.

Isto significa que podemos dispor os nimeros racionais
numa sucessio da forma r;, r, r3... com uma infinidade
de elementos. Pode-se interpretar este fato dizendo-se que
a quantidade de niimeros racionais, embora sendo infinita,
¢ uma ordem de infinitude equivalente a dos numeros
naturais (o argumento para a demonstracdao desse fato é
devido a Georg Cantor). Essa representacdo como fracao

p/q € tnica com p e ¢ inteiros positivos primos entre si,
basta que saibamos enumerar os pares ordenados (p, g) de
naturais primos entre si"".

Todo nimero irracional positivo possui uma
representacdo decimal tnica por meio de uma dizima néo-
periddica. Isto significa que ndo podemos dispor os
ndmeros irracionais numa sucessdo, mesmo admitindo
uma infinitude de elementos. Diferentemente dos
racionais, a ‘ordem de infinitude’ da quantidade dos
nimeros irracionais € maior que a dos nimeros naturais.
Dai pode-se concluir que existem muito mais nimeros
irracionais do que racionais'™.

Usando o fato do periodo nas dizimas para nimeros
racionais, podemos estabelecer um método para
encontrarmos  ndmeros  racionais e  irracionais,
estabelecendo uma exatiddo na busca para valores
racionais.

5.1. Reproduzindo a Escada do Diabo

Para a obtencdo da escada do Diabo, que representa a
as solucdes periddicas e quase-periddicas do nimero de
rotacdo para K fixo e £2 variando, aplicou-se o mapa do
circulo para K = 1 e 2= [0, 1] desprezando os transientes
iniciais (Figura 5).

5.2. Reproduzindo Arnold Tongues

Para a obtencdo da estrutura ‘Arnold Tongues’
necessita-se, na obtencdo da escada do Diabo, variar
também o K. Neste caso, vamos utilizar K = [0,1]. Logo, a
escada do Diabo em duas dimensdes é:

Escada do Diabo - Omega x K x W
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Figura 7: Escada do Diabo em duas dimensdes

Assim, com a matriz formada pelos niimeros de rotacio
obtidos variando K e £2, podemos tentar encontrar nela
quais deles sdo racionais.

Sabe-se que os ndmeros racionais e irracionais
encontrados para compor a estrutura Arnold Tongues estao



dentro do intervalo [0, I]. Assim, para encontrar os
nimeros racionais se trabalhard com o periodo das
dizimas, ou seja, sabe-se que os nimeros racionais ou sao
inteiros (que ndo € o caso), ou sao decimais ou sdo dizimas
com periodo finito.

Assim foi feita uma busca no intervalo [0, 1],
comparando cada elemento desse intervalo (com um
intervalo de 10'3) com todos os valores da matriz de
nimeros de rotacdo, procurando valores dentro de uma
determinada precisao.

Por exemplo, suponhamos que nossa matriz de
ntimeros de rotagdo seja:

0.5 0.967854358.... 0.4
A=|0.89573216... 0.3 0.889278963258...
0 0.2 1

e a nossa precisio seja 10~

Nosso primeiro valor do intervalo [0, 1] € 0. Entdo
buscaremos os valores tais que sejam maiores ou iguais a
(0-107) e menores ou iguais a (0+1 0”). Assim procuremos
os indices da matriz, pois cada coluna corresponde a valor
de 2 e cada linha corresponde a um valor de K, que
correspondem a esse intervalo [0-1 07, 0+107] ao redor de
zero. Dessa forma estamos procurando a regido onde hd
sincronizacdo. Na nossa matriz o unico valor é 0 que
corresponde a posi¢do (3,/) da matriz. Assim esse ponto
que aparecerd na estrutura. O préximo passo pode ser ao
redor de 0,1, ou seja, os valores da matriz que estdo no
intervalo [0.1-1 07, 0.]+]0’5], e assim sucessivamente. O
ultimo passo serd ao redor de /, ou seja, os valores no
intervalo []—]0’5, 1+10° ], onde o método encontrard a
posicdo (3,3).

Desta maneira, estaremos encontrando os ndmeros
racionais que possuem representacio Unica como fragdo
(decimais e dizimas periddicas). A adog¢do da precisdo
decorre dos periodos das dizimas periddicas, ou seja, para
107 temos dizimas com periodo 5. Assim h4 a necessidade
de maior precisao.

6. Conclusao

Através do mapa circulo, pode-se investigar a
sincronizacdo de dois osciladores.

Essa sincronizacdo pode ser vista na estrutura da
Escada do Diabo, que apresenta os periodos de
sincronizacdo, na repeti¢do dos padrdes. Esses periodos de
sincronizacdo sdao ndmeros de rotagdo racionais
(movimento periddico). Quando temos nimero de rotacao
irracional, temos um movimento quase-periddico, e nao ha
sincronizacao.

Esse fenomeno pode ser observado em diferentes tipos
de mapas que representam sistemas dinidmicos. Mas é

muito mais facil identificar solu¢des periddicas, quase-
periddicas, e cadticas iterando o mapa do que por uma
integracdo numérica, por exemplo, de uma equacdo
diferencial.
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